




F を Green関数をもつ開 Riemann面とし，∆1 を F のminimal Martin 境界とし，D(⊂ F )
を D の相対境界 ∂D がコンパクトでなく，相対コンパクトでない正則領域とし，
∆1(D) = {ζ ∈ ∆1|F \D が ζ で minimally thin である }とおくとき，D 上の非負値調和
関数で ∂D 上では 0をとる任意の 2つの関数の差が各 ζ ∈ ∆1(D)で同一のminimal ﬁne 極限を
もつならば，∆1(D)が 1点のみからなることを示す。




Rを Kere´kja´rto´-Sto¨ılowの意味の Rの理想境界が 1つである Green関数をもたない開 Riemann
面とする。Kere´kja´rto´-Sto¨ılow の意味の R のコンパクト化の詳細については，[4]，[12] を参照し
てほしい。U を R の相対コンパクト領域であり，∂U は有限個の解析曲線からなるものとする。
S := R \ U¯（ここで，U¯ は R における U の閉包である）とおく。Heins[9] は次を示した。
定理 A. ∂U で 0をとる S 上のすべての有界調和関数が S の理想境界で極限値をもつならば，R
のminimal Martin境界は 1点からなる。
この論文では，以下の記号を用いることにする。
F をGreen関数をもつ開 Riemann面とする。S+ によって，F 上の非負値優調和関数の集合を表
し，HP+ によって，F 上の非負値調和関数の集合を表し，HB+ によって，F 上の有界非負値調和




HP+,0(D) := {h ∈ H(D) | D上，h ≥ 0かつ ∂D上，h = 0}，
HB+,0(D) := {h ∈ HP+,0(D) | D上，hは有界である }，
HP0(D) := {h1 − h2 | hj ∈ HP+,0(D)(j = 1, 2)}とおく。
s ∈ S+ と E ⊂ F に対して，RˆEs によって，sの E 上への balayage（掃散）を表すことにする (cf.
[1])。
開集合 U(⊂ F )とその相対境界 ∂U 上の境界値関数 f に対して，Perron-Wiener-Brelotの意味の
Dirichlet解をHUf で表すことにする (cf. [4,3章])。ここで，f は，必ずしも ∂U 上，連続でなくて
もよいことを注意しておく。balayageと Dirichlet解の関係としては次の補題が知られている。
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補題 B(cf. [4,Satz 4.7 かつ Satz 4.8]). s ∈ S+ とし，U(⊂ F )を領域とする。このとき，
RˆF\Us (x) =
{
HUs (x) (x ∈ U)
u(x) (x ∈ (F \ U)◦) .
ここで，(F \ U)◦ は F \ U の内包を表す。
この論文の構成は以下のとおりである。2 節で主要な結果の証明に使用される Martin 理論を述
べる。3節で主要な結果を述べ，その証明を与える。付録では，D の理想境界内に属する Minimal
Martin 境界 ∆1(D)(cf. 2節)の点の個数の計算方法を与えた。
2．Martinコンパクト化
F を Green関数をもつ開 Riemann面とする。ζ ∈ F に対して，gζ(z)を ζ で極をもつ Green関





1 z = ζ = z0
0 ζ = z0, z ̸= z0
とおく。F のコン
パクト化X で，関数族M := {F ∈ ζ �→ kζ(z) | z ∈ F}がX \ F に連続的拡張をもつX \ F 上の
点を分離するような最弱なコンパクト化をMartinコンパクト化といい，F ∗ と記す。∆ := F ∗ \ F
をMartin 境界という。F ∗ はコンパクト距離空間になることが知られている (cf. [4, Satz 12.1],
[10,Theorem 12.8])。ζ ∈ ∆ に対して，任意の点列 {zn}∞n=1 ⊂ F で， lim
n→∞ zn = ζ を満たすもの
をとると，各 n ∈ Nに対して，kzn(z)は F \ {zn}で非負値調和であり，kzn(z0) = 1であるので，
Harnack の定理より，あるただ 1 つの要素 h(z) ∈ HP+ が存在して，h(z) = lim
n→∞ kzn(z) がなり
たつ。この hを kζ と記す。 ζ ∈ F ∗ に対して，kζ を ζ に極をもつMartin関数という。ζ ∈ ∆が
minimalであるとは，u ∈ HP+が F 上，u ≤ kζ を満たすならば，ある非負の数 cがとれて，F 上，
u = ckζ がなりたつことである。∆1 = {ζ ∈ ∆|kζ はminimalである }を F のminimal Martin
境界という。
Martin コンパクト化の詳細は [3]，[4]，[11]，[10]，および [13] を参照してほしい。
minimal Martin境界を導入する意義は次のMartin表現定理 (cf. [4],[10],[13])にある。
Martin表現定理. 各 u ∈ HP+ に対して，∆上のただ 1つの正値測度 µu が存在して，






上の µuを uのMartinの表現測度という。1のMartinの表現測度を ωz と表し，zに関する調和
測度という。特に，z = z0 のとき，これを χと表すことにする。各 z ∈ F に対して，ωz と χは∆
上，互いに絶対連続であることが知られている。さらに，dωz(·) = k·(z)dχの関係式が知られている
(cf. [4,Satz 13.4])。
ζ ∈ ∆1 および開集合 U ⊂ F に対して，U ∪ {ζ}が ζ のminimal fine 開近傍であるとは，F 上




と同値であることが知られている。また，この条件がなりたつとき，F \U は ζ でminimally thin
ともいう。このとき，ある U の成分 U ′ で，U ′ ∪ {ζ}が ζ のminimal fine 開近傍であることが
2
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上の µuを uのMartinの表現測度という。1のMartinの表現測度を ωz と表し，zに関する調和
測度という。特に，z = z0 のとき，これを χと表すことにする。各 z ∈ F に対して，ωz と χは∆
上，互いに絶対連続であることが知られている。さらに，dωz(·) = k·(z)dχの関係式が知られている
(cf. [4,Satz 13.4])。
ζ ∈ ∆1 および開集合 U ⊂ F に対して，U ∪ {ζ}が ζ のminimal fine 開近傍であるとは，F 上




と同値であることが知られている。また，この条件がなりたつとき，F \U は ζ でminimally thin
ともいう。このとき，ある U の成分 U ′ で，U ′ ∪ {ζ}が ζ のminimal fine 開近傍であることが
2
知られている (cf. [4,Hilfssatz 11.2], [14])。ζ の F ∗ における通常の位相による開近傍 V に対して，
(V ∩ F ) ∪ {ζ} は ζ の minimal ﬁne 開近傍である (cf. [4.Hilfssatz 13.2])。
f を F 上の関数とし，ζ ∈ ∆1 とするとき，c ∈ Rに対して，もし，任意の正数 εに対して，ある
開集合 U(⊂ F )がとれて，|f(x) − c| < ε (∀x ∈ U)がなりたつならば，f は ζ で，minimal fine
極限値（または極限）cをもつという。また，もし，任意の正数N に対して，ある開集合 U(⊂ F )が
とれて，f(x) > N(< −N) (∀x ∈ U)がなりたつならば，f は ζ で，minimal fine 極限∞ (−∞)
をもつという。以下，HP+ およびポテンシャルの境界挙動に関する定理を列挙する。
Fatou-Na¨ım-Doobの定理 (cf. [4,Folgesatz 2.1 かつ Folgesatz 14.2], [7]). u ∈ HP+ と
し, µu をMartinの表現測度とする。µu の χに関する Lesbesgue分解を dµu = u∗dχ+ dνu（ここ
で, dχ と dνu とは互いに，直交しており，u∗ ∈ L1(∆, dχ)）とする。このとき，uは χに関して，ほ
とんどすべての点 ζ ∈ ∆1 で，minimal ﬁne 極限 u∗(ζ)をもつ。




は µu に関して，ほとんどすべての点 ζ ∈ ∆1 で，minimal ﬁne 極限を
もつ。
Na¨ımの定理 (cf. [2,Theorem XVI,13], [14]). u ∈ HP+ とし，µu を uのMartinの表現測




の点 ζ ∈ ∆1 で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。
この定理で，u = 1とおくと，次の系を得る。
系 C. pを F 上の Green ポテンシャルとする。このとき，pは χに関して，ほとんどすべての点
ζ ∈ ∆1 で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。
この節に終えるにあたって，重要な minimal Martin 関数の境界挙動を述べる。そのため，1つ命
題を用意する。
命題 D(cf. [4, Hillfsatz 13.3]). ζ ∈ ∆1 とするとき，χ({ζ}) > 0であることと kζ が F 上，有
界であることとは必要十分である。
補題 1. ζ ∈ ∆1 とするとき，χ({ζ}) = 0を仮定する。このとき，kζ は ζ でminimal ﬁne 極限∞
をもち，χに関して，ほとんどすべての点 ξ ∈ ∆1 で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。




は δζ に関して，ほとんどすべての ξ ∈ ∆1 で，minimal ﬁne 極限 c(≥ 0)をとる。c > 0




> dを満たす。すなわち，U 上，kζ <
1
d
を満たす。U ∪ {ζ}は ζ のminimal
ﬁne 開近傍であるので，F 上，RˆUkζ = kζ . U¯ を U の閉包とすると，F 上，kζ ≥ RˆU¯kζ ≥ RˆUkζ = kζ で
あるので，F 上，RˆU¯kζ = kζ .
3
開Riemann 面上のHeins 型定理について 163
ACTA HUMANISTICA ET SCIENTIFICA
UNIVERSITATIS SANGIO KYOTIENSIS
NATURAL SCIENCE SERIES No. 45
MARCH  2018
一方，HF\U¯kζ を F \ U¯ の理想境界上での境界値関数を 0とし，∂(F \ U¯)上での境界値関数を kζ と














kζ の F における連続性に注意すると，以上より，F 上，kζ ≤ 1
d
がなりたつ。命題 Dを用いると，
χ({ζ}) > 0となり，χ({ζ}) = 0に矛盾する。したがって，c = 0となり，kζ は ζ で，minimal ﬁne
極限∞をとる。
ξ ∈ ∆1 \ {ζ}をとる。d(·, ·)を F ∗ の標準的なMartin距離とする (cf. [4,Satz 12.1])。n ∈ Nに
対して，U∗n := {x ∈ F ∗|d(ζ, x) <
1
n
}, Un := U∗n ∩ F とおく。Un ∪ {ζ}は ζ の minimal ﬁne 開




とおくと，RˆF\Unkζ は χに関して，ほとんどすべての点 ξ ∈ ∆1で，minimal ﬁne 極限 0を
とる。E∗n := {ξ ∈ ∆1|d(ζ, ξ) > 2n}とおく。補題 Bより，(F \Un)◦上，RˆF\Unkζ = kζ がなりたつ。各
ξ(∈ E∗n)に対して，{x ∈ F |d(x, ξ) <
1
2n
} ⊂ (F \Un)◦に注意すると，{x ∈ F |d(x, ξ) < 1
2n
} ∪ {ξ}
が ξ のminimal ﬁne 開近傍であるので，(F \ Un)◦ ∪ {ξ}は ξ のminimal ﬁne 開近傍である。よっ
て，kζ は χに関して，ほとんどすべての点 ξ ∈ E∗n で，minimal ﬁne 極限 0をとる。
F = ∪∞n=1(F \Un)◦および∆1 \ {ζ} = ∪∞n=1E∗nがなりたつので，kζ は，χに関して，ほとんどす
べての点 ξ ∈ ∆1 \ {ζ}で，minimal ﬁne 極限 0をとる。 よって，求める結果を得る。
3．主結果
この節では，D(⊂ F ) をその相対境界 ∂Dがコンパクトでなく，相対コンパクトでない正則領域で
あるとし，
∆1(D) := {ζ ∈ ∆M1 |kζ ̸= RˆF\Dkζ }
とおく。以下で，Heinsの定理に類似した定理をいくつか証明する。
定理 1. 任意の h ∈ HB+,0(D)が ∆1(D)のすべての点で，同じminimal ﬁne 極限をもつならば，
あるただ 1つのminimal 点 ζ0 が存在して，χ({ζ0}) = χ(∆1(D)) > 0であるか，χ(∆1(D)) = 0で
ある。
証明. χ(∆1(D)) > 0を仮定する。∆1(D)のBorel部分集合 E1 および E2が存在して，χ(Ej) (j =
1, 2)が正であると仮定する。u(z) = ωz(E1) =
∫
E1
kζ(z)dχ(ζ) (z ∈ F )とおく (cf. 2節)。各 z ∈ F
に対して，χ と ωz が ∆ 上，絶対連続であるので，u(z) ∈ HP+ である。Fatou-Na¨ım-Doob の定
理より，u は χ に関して，ほとんどすべての E1 の点で，minimal ﬁne 極限 1 をもち，ほとんど
すべての E2 の点で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。v = u − HDu おくと，v ∈ HB+,0(D)である。









dχ(ζ)は F 上の Green ポテンシャルである。よって，補題 Bと Na¨ımの定理の
系より，HDu は χに関して，ほとんどすべての ∆1(D)の点で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。よっ
て，vは χに関して，ほとんどすべての E1の点で，minimal ﬁne 極限 1をもち，ほとんどすべての
4
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dχ(ζ)は F 上の Green ポテンシャルである。よって，補題 Bと Na¨ımの定理の
系より，HDu は χに関して，ほとんどすべての ∆1(D)の点で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。よっ
て，vは χに関して，ほとんどすべての E1の点で，minimal ﬁne 極限 1をもち，ほとんどすべての
4
E2 の点で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。これは仮定に矛盾する。したがって，唯一の ζ0 ∈ ∆1(D)
が存在して，χ({ζ0}) = χ(∆1(D)) > 0がなりたつ。よって，求める結果を得る。
系. χ(∆1(D)) > 0を仮定する。このとき，任意の h ∈ HP+,0(D)が ∆1(D)のすべての点で，同
じ minimal ﬁne 極限をもつならば，あるただ 1つの minimal 点 ζ0 が存在して，∆1(D) = {ζ0}が
なりたつ。
証明. HB+(D) ⊂ HP+(D) と系の仮定より，定理 1 を用いることによって，あるただ 1 つの
minimal 点 ζ0 が存在して，χ({ζ0}) = χ(∆1(D)) > 0がなりたつ。∆1(D) \ {ζ0} ̸= ∅を仮定する。
ζ1 ∈ ∆1(D) \ {ζ0}をとる。補題 1より，χ({ζ0}) > 0に注意すると，kζ1 は ζ1 で，minimal ﬁne
極限 ∞をとり，ζ0 で，minimal ﬁne 極限 0をとる。v = kζ1 − RˆkF\Dζ1 とおくと，v ∈ HP+,0(D)
である。ζ1 ∈ ∆1(D)であるので，RˆF\Dkζ1 は F 上の Green ポテンシャルであり，系 Cより，Rˆ
F\D
kζ1
は χに関して，ほとんどすべての∆1(D)の点で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。また，Na¨ımの定理














は ζ1 で，minimal ﬁne 極限 0をもつ。よって，v は ζ1 で，
minimal ﬁne 極限 ∞をとり，ζ0で，minimal ﬁne 極限 0をとる。系の仮定にこれは矛盾する。よっ
て，∆1(D) = {ζ0}がなりたつ。
定理 2. 任意の u ∈ HP0(D)対して，uが ∆1(D)のすべての点で，同じminimal ﬁne 極限をも
つならば，∆1(D)は 1点のみからなる。
証明. ζ1, ζ2 ∈ ∆1(D)を任意にとる。 f(z) := kζ1(z), g(z) := kζ2(z)とおく。まず，ζ1 で，
g(z)
f(z)




極限 c(≥ 0)をもつ。その値を c > 0と仮定する。V := {z ∈ F |g(z) > c
2
f(z)}とおく。このとき，











g は minimalであるので，ある正数 β が存在して，F 上，g = β
c
2
f がなりたつ。よって，ζ2 は ζ1
と一致せねばならない。これは矛盾である。よって，c = 0.





は ζ1 で，minimal ﬁne 極限 ∞ を
もつ。ζ1 と ζ2 を入れ換えることにより，kζ1 − kζ2 は ζ2 で，minimal ﬁne 極限 −∞ をもつ。
u = kζ1 − kζ2 − RˆF\Dkζ1 + Rˆ
F\D
kζ2
とおくと，u ∈ HP0(D)となり，定理 1の系の証明と同様の論法に
より，uは ζ1 で，minimal ﬁne 極限∞をもち，ζ2 で，minimal ﬁne 極限−∞をもつ。これは，定
理の仮定に矛盾する。よって，定理の主張を得る。
4．付録
D(⊂ F ) をその相対境界 ∂Dがコンパクトでなく，相対コンパクトでない正則領域であるとし，
5
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∆1(D) := {ζ ∈ ∆M1 |kζ ̸= RˆF\Dkζ },
HP+(F,D) = {u ∈ HP+ | RˆF\Du は F 上の Green ポテンシャルである }
とおく。このとき，次の命題がなりたつ。
命題 ♯∆1(D) = sup
h∈HP+(F,D)
sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，
Oi ∩Oj = ∅(i ̸= j)かつ RˆF\Ojh ̸= h がなりたつ }，
ただし，♯∆1(D)は∆1(D)の要素の個数を表す。
証明. 1) ♯∆1(D) = ∞のとき，∆1(D)の部分集合 {ζj}mj=1 をとるとき，F ∗ は距離空間であり，
minimal ﬁne 位相の特性を用いると（2節参照），Dの部分領域列 {Dj}mj=1 で，各Dj ∪ {ζj}は ζj ,
























sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，




sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，




sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，
Oi ∩Oj = ∅(i ̸= j)かつ RˆF\Ojh ̸= h がなりたつ }.
2) ♯∆1(D) <∞のとき，n0 = ♯∆1(D)とおく。まず，
sup
h∈HP+(F,D)
sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，
Oi ∩Oj = ∅(i ̸= j)かつ RˆF\Ojh ̸= h がなりたつ } ≤ n0 (1)
を示す。h ∈ HP+(F,D) を任意にとる。この h に対して，領域 Ok(⊂ D, k = 1, 2, · · · , n) で，
Ok ∩Ol = ∅ (k ̸= l)かつ RˆF\Okh ̸= h (k = 1, 2, · · · , n)をみたすものがとれたとする。Martinの表
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よって，ある j0 ∈ {1, 2, · · · , n0}に対して，cj0 > 0かつ RˆF\Okkζj0 ̸= kζj0 がなりたつ。
κ(Ok) := {j ∈ {1, 2, · · · , n0}|RˆF\Okkζj ̸= kζj}とおくと，k ̸= lのとき，κ(Ok)∩ κ(Ol) = ∅である。








上のGreenポテンシャルである。一方，Ok ∩Ol = ∅ すなわち，Ok ⊂ F \Olに注意して，balayage







≤ RˆOkkζj1 + Rˆ
F\Ok
kζj1












kζj とおく。各 j(= 1, · · · , n0)に対して，領域 Dj
で，Dj ∪ {ζj}が ζj のminimal ﬁne 開近傍であり，Di ∩Dj = ∅(i ̸= j)を満たすものがとれる。1)
♯∆1(D) = ∞のとき，各 k ∈ {1, · · · ,m}に対して，RˆF\Dkv ̸= v を示したと同様な論法から，各 j
に対して，RˆF\Djv ̸= v. よって，
sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，




sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，




sup{n ∈ N|領域 Oj(⊂ D, j = 1, 2, · · · , n) が存在して，
Oi ∩Oj = ∅(i ̸= j)かつ RˆF\Ojh ̸= h がなりたつ }.
よって，求める結果を得る。
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Let F be an open Riemann surface which admits Green’s function on F, ∆1
the minimal Martin boundary of F, and D a non-compact and regular subdomain
of F whose relative boundary ∂D of D is not compact. Set ∆1(D) = {ζ ∈ ∆1|
F \ D is minimally thin at ζ}. Suppose that every diﬀerence between two non-
negative harmonic functions on D vanishing on ∂D has the same minimal ﬁne limit
at every point of ∆1(D). Then, we prove that ∆1(D) consists of only one point.
Keywords: open Riemann surface, minimal Martin boundary, minimally thin,
non-negative harmonic function, minimal ﬁne limit
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